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Дәрiс 9. Оқшауланған ерекше нүктелер. Лоран қатарлары. Бiр-
мәндi сипатты оқшауланған ерекше нүктелердiң типтерi

1 Лоран қатарлары

Дәрежелiк көрсеткiштерi бүтiн дәрежелiк қатарлар Лоран қатарлары деп
аталады. Лоран қатарлары - бұл Тейлор қатарларының жалпыламасы. Лоран
қатарларының қасиеттерiн зерттейiк.
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ck (z − z0)
k

түрiндегi қатарды қарастырамыз. Қатардың қосындысы ретiнде

- lim
n→∞

n∑
k=−n

ck (z − z0)
k

- lim
n→∞
m→∞

m∑
k=−n

ck (z − z0)
k

- lim
n→∞

−1∑
k=−n

ck (z − z0)
k + lim

n→∞

n∑
k=0

ck (z − z0)
k

шектерiнiң бiрiн алуға болады.
Лоран қатарының қосындысы ретiнде соңғы анықтаманы таңдаймыз
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Теорема 14. (П. Лоран, 1843) Лоран қатарының қосындысы қандай да
бiр сақинада голоморфты.

Дәлелдеуi.

∞∑
k=−∞

ck (z − z0)
k =

−1∑
k=−∞

ck (z − z0)
k +

∞∑
k=0

ck (z − z0)
k ≡ S−(z) + S+(z)

болғандықтан S−(z), S+(z) функцияларын бөлек зерттеу қажет. S+(z) – Тей-
лор қатарының қосындысы болғандықтан, S+(z) - центрi z0 нүктесiндегi B+
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дөңгелегiнде голоморфты функция. W = (z − z0)
−1 деп белгiлейiк, он-

да S−
(
z0 +

1
W

)
≡ g(W ) функциясы W жазықтығындағы |W | < ε дөң-

гелегiнде голоморфты функция. z жазықтығында бұл, S+(z) функциясы -
B− : |z − z0| > 1

ε дөңгелегiнiң сыртындағы голоморфты функция екенiн
бiлдiредi. Демек, B+ ∩ B− дөңгелектерiнiң қиылысуында S−(z) + S+(z) қо-
сындысы голоморфты функция болады.

Ендi керi тұжырымды дәлелдейiк.
Теорема 15. Ашық сақинада голоморфты функция осы сақинада Лоран

қатарына жiктеледi.
Дәлелдеуi. f(z) функциясы δ < |z − z0| < ∆ сақинасында голоморфты

болсын. z нүктесi бойынша сақинадан δ1,∆1 сандарын,

δ < δ1 < |z − z0| < ∆1 < ∆

болатындай етiп таңдаймыз. Онда Коши интегралдық формуласына сәйкес

f(z) =
1

2πi

∮
|t−z0|=∆1

f(t)

t− z
dt− 1

2πi

∮
|t−z0|=δ1

f(t)

t− z
dt ≡ A− a

болады. Бұл жағдайда |z − z0| < |t− z0| болғандықтан A үшiн дәрежелiк
қатарға жiктеу 9-теореманың дәлелдеуiн сөзбе-сөз қайталайды. Осылайша,
A = c0 + c1 (z − z0) + c2 (z − z0)

2 + · · · . a үшiн дәрежелiк қатарға жiктеудi
жазамыз
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1

2πi

∮
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1
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∮
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(t− z0)− (z − z0)
dt =

=

∣∣∣∣ t− z0| < |z − z0∥
болғанда

∣∣∣∣ =
= − 1
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∮
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{
f(t)

z − z0
+

f(t) (t− z0)

(z − z0)
2 +

f(t) (t− z0)
2

(z − z0)
3 + · · ·

}
dt

Бұдан

−a = c−1
1

(z − z0)
+ c−2

1

(z − z0)
2 + · · ·

қатынасын аламыз. Теорема дәлелдендi.
14-теорема салдары. c−1 = 1

2πi

∫
|t−z0|=δ1

f(t)dt, яғни интегралдың мәнi
Лоран қатарына жiктелуiнiң коэфиценттерiнiң бiрiне сәйкес келедi.

Демек, интегралды есептеудiң орнына Лоран қатарына жiктеуге болады.
Бұл өте маңызды салдар.
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2 Бiрмәндi сипатты оқшауланған ерекше нүктелердiң классифи-
кациясы

Бейнелеу голоморфты не аналиталық болған нүктелердi бейнелеудiң регуляр-
лы нүктелерi деп атайық. Голоморфтылық не аналитикалық қасиет бұзылған
нүктелердi бейнелеудiң ерекше нүктелерi деп атайық. Ерекше нүкте берiлген
бейнелеудiң оқшауланған ерекше нүктесi болады, егер ерекше нүктенiң, регу-
лярлы нүктелерден тұратын, ойылған аймағы табылса. Оқшауланған ерекше
нүктелердi екi түрге бөлемiз: бiрмәндi және көпмәндi сипатты. Бұл жер-
де бiз тек бiрмәндi функцияларды 18 қарастырамыз. D облысында бiрмәндi
f(z) функциясы берiлсiн. f(z) D облысының {z1, z2, . . . , zs : s < ∞} нүкте-
лерiнен басқа нүктелерiнде голоморфты болсын дейiк. {z1, z2, . . . , zs : s < ∞}
ерекше нүктелерiнiң iшiнде бiрдей нүктелер жоқ деп есептеймiз. Онда көр-
сетiлген нүктелердiң әрқайсысы f(z) функциясының оқшауланған ерекше
нүктелерi болады. z1 нүктесiнiң қандай да бiр ойылған аймағын алып, 15-
теоремаға сәйкес f(z) функциясын Лоран қатарына жiктеймiз

f(z) = · · ·+ c−2 (z − z1)
−2 + c−1 (z − z1)

−1︸ ︷︷ ︸
басты бөлiгi

+ c0 + c1 (z − z1) + c2 (z − z1)
2 + · · ·︸ ︷︷ ︸

дұрыс бөлiгi

(z − z1)
−j терiс дәрежелi мүшелерiнiң қосындысын Лоран жiктеуiнiң бас

бөлiгi деп атайық, ал қалған қосылғыштар дұрыс бөлiктi бередi. Оқшауланған
ерекше нүктелер бас бөлiктегi қосындылардың санына қарай келесi түрлерге
бөлiнедi:

1. жөнделетiн оқшауландан ерекше нүкте, егер бас бөлiгi жоқ болса,

2. k-реттi полюс, егер бас бөлiк қосындылардың ақырлы санынан тұрса
және k бас бөлiктегi (z − z1)

−j терiс дәрежесiнiң ең аз көрсеткiшi болса,

3. елеулi ерекше нукте, егер бас бөлiгiнде ақырсыз көп қосындылар болса.

Мысалдар.

1. sin z
z ⇒


особая точка z1 = 0

разложение Лорана в окр. z1 = 0
sin z
z = 1− z2

3! +
z4

5! − · · ·
018 Бiр жерде голоморфтылықтың анықтамасында бейнелеудiң бiрмәндi болуына талап қойылған. Аналитика-

лық жағдайда мұндай талап жоқ, бұл жағдайда дәрежелiк қатарға локалды жiктелу мүмкiндiгiне талап қойылады.
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2.
4z + 2

z2 − 1
⇒


z1 = 1, z2 = −1

= 3
z−1 + [z = 1 маңайында голоморфты ≡ дұрыс бөлiгi ]

z1 = 1− бiрiншi реттi полюс
z2 = −1− бiрiншi реттi полюс

3. e
1
z ⇒


z1 = 0

e
1
z = 1 + 1

1!z +
1

2!z2 + · · ·
z1 = 0− елеулi ерекше нүкте

4. 1
sin 1

z

⇒


z0 = 0, zk =

1
k ,∀k ∈ □

оқшауланған ерекше нүктелерzk = 1
k ,∀k ∈ □

оқшауланбаған ерекше нүкте z0 = 0, себебi 0 = limk→∞
1
k

Соңғы мысалда оқшауланбаған ерекше нүкте көрсетiлген. Мұндай нүктелер
КАФТ-ның келесi курстарында зертеледi.

Оқшауланған ерекше нүктенiң түрiн сәйкес Лоран қатарына жiктеу арқы-
лы анықтау тиiмдi бола бермейдi. Төменде, қолданылуы еңбектi азырақ қа-
жет ететiн тұжырымдар келтiрiлген.
Теорема 16. (Жөнделетiн ерекше нүкте критерилерi) z1 − f(z) фун-
кииясыныц оқұауланган ерекие нүктесi болсын. Келесi сөйлемдер пара-пар:

1. z1 - оқшауланган ерекше нүкте,

2. limz→z1 f(z) ақырлы шегi табылады

Дәлелдеуi.
1 ⇒ 2, онда Лоран жiктелуiнiң бас бөлiгi жоқ, дұрыс бөлiгiнiң шегi қашан

да бар және ол ақырлы.
2 ⇒ 1, онда f(z) - z1 нүктесiнiң аймағында шектеулi функция, бұл Лоран

жiктелуiнiң (z − z1)
−j терiс дәрежелерiнiң бар екенiне қайшы.

Теорема 17. (Полюс критерилерi) z1 - f(z) функииясының оқшаулан-
ган ерекше нүктесi болсын. Келесi сөйлемдер пара-пар:
3. z1-полюс,
4. lim

z→z1
f(z) ақырлы шегi табылады.

Дәлелдеу. 3 ⇒ 4. Онда Лоран жiктелуiнiң бас бөлiгi c−j (z − z1)
−j түрiн-

дегi қосындылардың ақырлы санын қамтиды. Мұндай қосындылардың шегi
шексiздiкке тең, ал дұрыс бөлiгiнiң шегi қашан да бар және ол ақырлы. Онда
олардың косындысы шексiздiкке тең.
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4 ⇒ 3. g(z) =
1

f(z)
функциясын енгiземiз. Онда z1 нүктесi g(z) үшiн

не регулярлы нүкте, не оқшауланған ерекше нүкте. lim
z→z1

g(z) = 0 ақырлы

шегi табылады. 16 теоремадан, z1 нүктесi g(z) функциясының жөнде-
летiн ерекше нүктесi екенi шығады. g(z) функциясын g (z1) = 0 деп
алдын-ала анықтаймыз. Онда g(z) функциясы z1 аймағындағы голоморф-
ты функция, z1 - g(z) функциясының нолi. 9 теореманың 3 салдарынан
g(z) = (z − z1)

k h(z), h(z) ∈ H (|z − z1| < δ) , h (z1) ̸= 0 өрнегi шығады.

Бұдан f(z) = (z − z1)
−k 1

h(z)
өрнегiн аламыз, соңғы теңдiктiң оң жағындағы

екiншi көбейткiш локалды голоморфты функцияны өрнектейдi, сондықтан
оның жiктелуiнде (z − z1)

−j терiс дәрежелерi жоқ. f(z) функциясының
сәйкес Лоран жiктелуiнде (z − z1)

−j терiс дәрежелерi (z − z1)
−k көбейткi-

шiнiң арқасында пайда бола алады. k - ақырлы сан болғандықтан, осындай
дәрежелер де ақырлы.

Теорема 18. (елеулi ерекше нүкте туралы) z1 нүктесi f(z) функци-
ясының оқшауланган ерекше нүктесi болсын. Келесi сөйлемдер пара-пар:
5. z1-елеулi ерекше нукте,
6. limz→z1 f(z) шегi табылмайды.

Дәлелдеудi қажет етпейдi немесе керi жорып дәлелдеймiз.


